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Abstract. Si D est un anneau intègre, on considère les sous-extensions de D-algèbres

de type fini, notamment les anneaux compris entre D et l’anneau de polynômes D[n]

en n indéterminées. Au préalable on montre qu’une extension de type fini R ⊆ T, où

T est noethérien, vérifie l’inégalité de la dimension. Puis on étudie les radicaux dimen-

sionnels et valuatifs d’un anneau (respectivement intersection des idéaux maximaux de

plus grande hauteur et des idéaux maximaux de plus grande hauteur valuative). On

montre ensuite que, si D est un anneau de Jaffard, tous les anneaux compris entre D

et D[n] sont de Jaffard. Il en est de même des sous-extensions de D-algèbres de type

fini lorsqu’en outre le radical dimensionnel de D est nul. On conclut avec les sous-

extensions d’un corps k. Si tout idéal premier d’une sous-extension R se relève dans une

k-algèbre de type fini contenant R, on montre que R est localement et résiduellement

de Jaffard. Lorsque toute châıne de R se relève dans une telle extension, on montre

que R est totalement de Jaffard.
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Introduction

Tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires, le plus souvent
intègres et de dimension de Krull finie (on note parfois A un anneau, on préfère
le noter D lorsqu’il est intègre, on note alors K son corps des fractions). On
note D[n] l’anneau de polynômes en n indéterminées sur D. Dans ce travail,
on s’intéresse aux anneaux compris entre D et l’anneau de polynômes D[n] et
plus généralement entre D et une D-algèbre intègre de type fini. On pose la
définition suivante :

Définition 1 Soit D un anneau intègre. On dit que R est une sous-extension
de D s’il existe une D-algèbre intègre de type fini T telle que D ⊆ R ⊆ T. Si
T = D[n], on dit que R est une sous-extension polynomiale.
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On étudie la dimension de Krull et la dimension valuative des sous-extensions
ainsi que des conditions pour qu’ils soient de Jaffard (on rappelle les définitions
ci-dessous), améliorant et généralisant des résultats de [10], [13] et [17]. Cette
étude trouve donc pour bonne part ses motivations dans les travaux de D.F.
Anderson, A. Bouvier, D.E. Dobbs et S. Kabbaj sur les anneaux de Jaffard liés
à la formule de la dimension et diverses conditions de caténarité (comme [1],
[5], [6], [14]).

Considérant une extension D ⊆ T (où T est intègre), on note d.t.[T : D] le
degré de transcendance du corps des fractions de T sur celui de D ; dans le cas
où d.t.[T : D] = 0, on dit que T est une extension algébrique de D ; lorsque T
est contenu dans le corps des fractions de D, on dit que T est un suranneau de
D. On note htp la hauteur d’un idéal premier p. Si T est intègre, on dit que
l’extension D ⊆ T vérifie l’inégalité de la dimension lorsque, pour tout idéal
premier q de T, notant p l’intersection p = q ∩D, on a l’inégalité

htq + d.t.[T/q : D/p] ≤ htp + d.t.[T : D].

On dit que cette extension vérifie la formule de la dimension lorsqu’il y a égalité.
Il est classique, d’après le Lemme de normalisation d’Emmy Noether, qu’une ex-
tension (intègre) de type fini d’un corps K vérifie la formule de la dimension [16,
(14.6)]. On sait aussi que l’extension D ⊆ T vérifie l’inégalité de la dimension
dès lors que D est noethérien (sans restriction de finitude) [15, (15.5)]. Dans un
premier paragraphe on établit qu’elle vérifie encore l’inégalité de la dimension
si on suppose cette fois que c’est l’anneau T qui est noethérien et qu’en outre
l’extension est de type fini.

Si A est un anneau, on note dimA sa dimension de Krull et dimvA sa dimen-
sion valuative (qu’on peut définir comme la limite — éventuellement infinie —
de la suite dimA[n]−n). Si A est de dimension finie, rappelons qu’on dit qu’il est
de Jaffard si dimA = dimvA (ou de manière équivalente, dimA[n] = dimA + n
pour tout entier n) [1], qu’il est localement (resp. résiduellement) de Jaffard si
le localisé Ap (resp. le quotient A/p) en tout idéal premier p de A est de Jaffard
et enfin qu’il est totalement de Jaffard si tout quotient de A est localement de
Jaffard (ou tout localisé est résiduellement de Jaffard). Dans un second para-
graphe, on s’intéresse à la dimension de Krull d’une sous-extension polynomiale
d’un anneau intègre D, soit d’un anneau R compris entre D entre D[n]. On
établit l’inégalité dimR ≥ dimD + d.t.[R : D]. Puis on montre que, si D est de
Jaffard, alors R est de Jaffard. On peut conclure que, si D est noethérien et
R est de la forme R = D + I, où I est un idéal de D[n] au-dessus d’un idéal
maximal de D, alors R est localement de Jaffard.

Avant de poursuivre l’étude des sous-extensions, on établit au troisième para-
graphe des résultats généraux sur certains radicaux d’un anneau (qu’il n’est pas
nécessaire ici de supposer intègre). Ils nous seront utiles pour la suite. La hau-
teur d’un idéal premier p de A peut s’interpréter comme la dimension de Krull
du localisé Ap. On a introduit de même la hauteur valuative de p, notée htvp,
comme étant la dimension valuative de Ap [3]. Rappelant que le radical dimen-
sionnel de A, noté Radd(A), est l’intersection des idéaux premiers de hauteur
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maximale [13], on définit de manière analogue le radical valuatif, noté Radv(A)
comme l’intersection des idéaux premiers de hauteur valuative maximale. Ces
deux radicaux contiennent le radical de Jacobson, le second est inclus dans le
premier lorsque A est de Jaffard, ils cöıncident si A est localement de Jaffard ;
on donne cependant des exemples où ils sont incomparables. Supposant A de
dimension de Krull finie (resp. de dimension valuative finie), on montre qu’un
élément f de A appartient au radical dimensionnel (resp. au radical valuatif)
de A si et seulement si le localisé Af vérifie l’inégalité dimAf < dimA (resp.
dimvAf < dimvA). Pour les anneaux de polynômes on montre qu’on a tou-
jours Radv(A)[n] = Radv

(
A[n]

)
tandis que la situation est plus complexe pour

le radical dimensionnel (on l’illustre par des exemples). Considérant enfin une
extension entière B de A, on montre que les divers radicaux de A sont la trace
de ceux de B.

Au quatrième paragraphe on revient à un anneau intègre D. On montre
que RaddD = (0), si et seulement si, pour toute sous-extension R de D, on a
l’inégalité dimR ≥ dimD+d.t.[R : D]. De même, RadvD = (0) si et seulement si,
pour toute sous-extension, on a dimvR = dimvD+d.t.[R : D] (pour la dimension
valuative, on a toujours dimvR ≤ dimvD +d.t.[R : D]). On caractérise alors les
anneaux de Jaffard de radical dimensionnel nul : on établit l’équivalence entre
diverses propriétés et notamment les suivantes.
(i) D est de Jaffard et RaddD = (0),
(ii) RadvD = (0) et toute sous-extension de D est de Jaffard,
(iii) pour toute sous-extension R de D, on a dimR = dimD + d.t.[R : D],
(iv) pour tout suranneau de type fini R de D, on a dimR = dimD.

Au dernier paragraphe on étudie les sous-extensions d’un corps k, reprenant
et complétant des travaux de A. Wadsworth [18]. Il résulte du paragraphe
précédent que ce sont des anneaux de Jaffard. On montre que l’extension k ⊆ R
vérifie l’égalité de la dimension si et seulement si, par tout idéal premier de
R, passe une châıne de longueur maximale. Dans ces conditions R est alors
coéquidimensionnel, résiduellement et localement de Jaffard. Pour cela il suffit
que tout idéal premier de R se relève dans une k-algèbre de type fini. On montre
aussi que R est caténaire et coéquidimensionnel si et seulement si l’extension
k ⊆ R vérifie résiduellement l’égalité de la dimension (c’est à dire que, pour
tout idéal premier p, l’extension k ⊆ R/p vérifie l’égalité de la dimension).
Dans ces conditions R est alors totalement de Jaffard. On retrouve que c’est en
particulier le cas des anneaux de la forme R = k + I, où I est un idéal non nul
d’une k-algèbre de type fini [2, Proposition 1.4].

Dans ce travail, on considère souvent des généralisations de la très classique
construction D+M (notamment des sous-extensions de la forme D+I). Il existe
une abondante littérature à leur sujet et on peut renvoyer tout particulièrement
le lecteur à l’article fondateur de Marco Fontana [11]. Par ailleurs, certaines
propriétés et exemples particuliers ici utilisés sont décrits en [8] et [9].
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1 Inégalité de la dimension

Dans ce paragraphe on considère une extension R ⊆ T d’anneaux intègres.
Ainsi qu’on l’a rappelé en introduction, on sait qu’elle vérifie l’inégalité de la
dimension lorsque R est noethérien [15, (15.5)]. On montre qu’il en est de même
pour une extension de type fini, si T est noethérien. Sans condition de finitude,
on établit au préalable une inégalité plus faible .

Lemme 1.1 Soit R ⊆ T une extension où T est (intègre) noethérien. Pour
tout idéal premier q de T, posant p = q ∩R, on a alors htq ≤ htp + d.t.[T : R].
Si en particulier l’extension est algébrique, on a donc htq ≤ htp.

Démonstration. Quitte à localiser, on suppose que T est un anneau local,
d’idéal maximal q. En particulier on a alors htq = dimT.
Cas où p = (0). Quitte à localiser de nouveau (cette fois par rapport à p), on
peut supposer que R est un corps. Ainsi qu’il résulte du théorème du Nullstel-
lensatz de Hilbert, il est bien connu qu’on a alors l’inégalité dimT ≤ d.t.[T : R]
(et même l’égalité pour les extensions de type fini [15, (5.6)]).
Cas général. On fait une récurrence sur h = htq. Si h = 0, soit q = (0), alors
p = (0) et on est ramené au cas précédent. Si p 6= (0), on note z un élément non
nul de p. Puisque T est noethérien de dimension h, l’intersection des idéaux
premiers de hauteur h− 1 de T est nulle [13, lemme 1.3]. Il existe donc un idéal
premier q′ de hauteur h − 1 dans T ne contenant pas z. Ainsi p′ = q′ ∩ R est
strictement contenu dans p. Par récurrence, on a

h− 1 = htq′ ≤ htp′ + d.t.[T : R],

d’où le résultat (puisque htp′ ≤ htp− 1). �

Théorème 1.2 Une extension de type fini R ⊆ T (d’anneaux intègres), où T
est noethérien, vérifie l’inégalité de la dimension.

Démonstration. Soit q un idéal premier de T et p = q∩D. Quitte à localiser,
on suppose que R est local d’idéal maximal p (donc que le quotient R/p est un
corps). On a q ⊆ q1, où q1 est maximal et nécessairement au-dessus de p. On
a immédiatement

htq + ht(q1/q) ≤ htq1. (1)

Par ailleurs, comme R/p est un corps et que T/q est une R/p-algèbre de type
fini, l’extension R/p ⊆ T/q vérifie la formule de la dimension [16, (14.6)], soit

ht(q1/q) + d.t.[T/q1 : R/p] = d.t.[T/q : R/p]. (2)

Comme T/q1 est aussi une R/p-algèbre de type fini et que q1 est maximal, il
résulte du théorème du Nullstellensatz de Hilbert que T/q1 est une extension
algébrique de R/p [15, (5.2)], soit d.t.[T/q1 : R/p] = 0. De (2) on tire donc
l’égalité ht(q1/q) = d.t.[T/q : R/p]. Reportant dans (1), on obtient

htq + d.t.[T/q : R/p] ≤ htq1.
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Du lemme précédent (appliqué à l’idéal q1) on tire finalement

htq + d.t.[T/q : R/p] ≤ htp + d.t.[T : R]. �

Remarque 1.3 Comme le montrent les exemples qui suivent, les hypothèses
du théorème précédent sont essentielles. Avec les mêmes notations, on ne peut
omettre de supposer que l’extension R ⊆ T est de type fini ; même si elle est de
type fini, il ne suffit pas que T soit localement de Jaffard pour avoir ne serait-
ce que l’inégalité du lemme 1.1 (rappelons pourtant que, si R est localement
de Jaffard, toutes les extensions de R vérifient l’inégalité de la dimension [3,
Théorème 1.5]).

Exemple 1.4 Une extension R ⊆ T, où T est noethérien, mais qui ne vérifie
pas l’inégalité de la dimension (n’étant pas de type fini).
Soient k un corps, K une extension transcendante de k et T = K[[t]] l’anneau
des séries formelles à coefficients dans K (qui est bien évidemment noethérien).
On considère alors l’anneau R = k + tK[[t]]. C’est un cas particulier de la con-
struction D+M, dont les propriétés sont rappelées dans [4]. Il en résulte que les
anneaux R et T partagent l’idéal p = tK[[t]], que cet idéal est de hauteur 1 dans
chacun d’eux et que ces anneaux ont même corps des fractions, en particulier
d.t.[T : R] = 0. Si on note q l’idéal p lorsqu’on le considère comme un idéal de
T , on a d.t.[T/q : R/p] = d.t.[K : k] > 0. On tire

htq + d.t.[T/q : R/p] > htp + d.t.[T : R] = 1.

Ainsi l’extension R ⊆ T ne vérifie pas l’inégalité de la dimension (d’après le
théorème précédent, elle n’est donc pas de type fini). On peut aussi noter que
R n’est pas un anneau de Jaffard, puisque dim(R) = 1 et dimv(R) ≥ 2 [4,
theorem 2.1].

Exemple 1.5 Une extension de type fini R ⊆ T, où T est localement de Jaffard,
mais qui ne vérifie pas l’inégalité de la dimension.
De manière analogue à l’exemple précédent, soient k un corps, K = k(u) le corps
des fractions rationnelles et T1 = K[[t]] l’anneau des séries formelles à coefficients
dans K. On considère alors les anneaux R = k + tK[[t]] et T = k[u] + tK[[t]].
Comme précédemment, les anneaux R et T s’obtiennent à partir de T1 au moyen
de la construction D + M. On en déduit les faits suivants [4, theorem 2.1]:
les trois anneaux R, T et T1 partagent l’idéal premier p = tK[[t]] qui est de
hauteur 1 dans chacun d’eux, ils ont même corps des fractions, R est local
d’idéal maximal p et de dimension 1, T est de dimension 2. Enfin, si q est un
idéal premier de hauteur 2 dans T , alors q contient p. Donc q ∩R = p, et on a

2 = htq > htp + d.t.[T : R] = 1.

Ainsi l’extension R ⊆ T ne vérifie pas l’inégalité de la dimension. Néanmoins il
est clair que T = R[u] est une R-algèbre de type fini. Enfin T est localement
de Jaffard, d’après [9, Proposition 4, Corollaire], puisque T et T1 partagent
l’idéal p, T1 = K[[t]] est localement de Jaffard (c’est un anneau de valuation),
T/p = k[u] est localement de Jaffard (il est noethérien) et Tp = T1 est un
anneau de Jaffard.
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2 Sous-extensions polynomiales

Dans ce paragraphe, D désigne un anneau intègre de corps des fractions K. On
s’intéresse aux anneaux compris entre D et l’anneau de polynômes D[n]. Au
préalable on ramène l’étude d’un anneau R compris entre D et D[Ω], où Ω est
un ensemble d’indéterminées, au cas de d indéterminées où d = d.t.[R : D], en
précisant un résultat de Paul Eakin [10, Lemma B].

Proposition 2.1 Soient D un anneau intègre, Ω un ensemble d’indéterminées
et R un anneau compris entre D et D[Ω] tel que le degré de transcendance
d = d.t.[R : D] soit fini. Il existe alors d indéterminées Y1, Y2, . . . , Yd et un
D-homomorphisme

φ : D[Ω] → D[Y1, Y2, . . . , Yd]

qui induit un isomorphisme sur R.

Démonstration. Soit d’abord f1, f2, . . . , fd une base de transcendance de R
sur D. Dans leur ensemble les polynômes de cette base ne font intervenir qu’un
nombre fini d’indéterminées, disons n. Tout autre polynôme f de R ne fait
alors intervenir que les mêmes n indéterminées, sinon la famille (f, f1, f2, . . . , fd)
serait algébriquement libre. On peut donc considérer que R est inclus dans un
anneau de polynômes D[n] (où n ≥ d) et le morphisme de D[Ω] dans D[n] qui
annule toutes les autres indéterminées induit un isomorphisme sur R. On montre
maintenant qu’on peut en fait considérer R comme un sous-anneau de D[d]. En
effet, notant S la partie complémentaire de 0 dans D, on peut considérer que le
localisé S−1R est compris entre K et K[n] (où K désigne le corps des fractions
de D). Ainsi qu’on l’a noté plus haut, il résulte du Nullstellensatz de Hilbert
que dimS−1R ≤ d = d.t.[S−1R : K]. Il résulte donc de [10, Lemma B] qu’il
existe d indéterminées Y1, Y2, . . . , Yd et un K-homomorphisme

φ : K[n] → K[Y1, Y2, . . . , Yd]

qui induit un isomorphisme sur S−1R. On obtient le résultat en considérant la
restriction de ce morphisme à D[n]. �

Remarques 2.2 1) Si D est de dimension valuative finie, l’hypothèse sur la
finitude du degré de transcendance de R dans la proposition précédente implique
que R est également de dimension valuative finie, donc a fortiori de dimension
de Krull finie. Dans ce cas on pourrait aussi appliquer un premier résultat de
Paul Eakin [10, Lemma A] pour déduire que R est contenu dans un anneau de
polynômes D[n] (en un nombre fini d’indéterminées).
2) Dans le cas d’un anneau R compris entre un corps k et l’anneau de polynômes
k[Ω], on a l’égalité dimR = d.t.[R : k] [10, Theorem 2].

On s’intéresse tout d’abord à la dimension valuative d’une sous-extension
polynomiale.

Proposition 2.3 Soient D un anneau intègre et R une sous-extension polyno-
miale de D. Alors dimvR = dimvD + d.t.[R : D].
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Démonstration. On pose d = d.t.[R : D]. On a toujours l’inégalité de la
dimension valuative

dimvR ≤ dimvD + d. (1)

En effet, ce résultat bien connu pour les extensions de type fini [12, (30.11)]
se généralise sans peine à toute extension [3, Lemme 1.1]. D’après la Propo-
sition 2.1, on peut considérer R comme un anneau compris entre D et D[d].
Comme D[d] est une extension de R, on a de même

dimvD[d] ≤ dimvR + d.t.[D[d] : R].

Comme D[d] est algébrique sur R et que dimvD[d] = dimvD + d, on obtient
l’inégalité inverse de (1). �

On s’intéresse ensuite à la dimension de Krull.

Proposition 2.4 Soient D un anneau intègre et R une sous-extension polyno-
miale de D. Alors dimR ≥ dimD + d.t.[R : D].

Démonstration. On pose d = d.t.[R : D]. Par hypothèse, R est contenu dans
un anneau de polynômes D[n], on note alors P l’idéal de R formé des polynômes
de terme constant nul, soit

P = (X1, X2, . . . , Xn) ∩R = {f ∈ R | f(0) = 0}.

On vérifie aisément que P est un idéal premier de R au-dessus de (0) et que
R/P ' D. On montre d’abord qu’on a

htP = d = d.t.[R : D]. (1)

En effet, quitte à localiser par rapport à la partie multiplicative complémentaire
de 0 dans D, on peut supposer que D est un corps. Dans ces conditions,
D[n] est noethérien et l’extension R ⊆ D[n] vérifie l’inégalité de la dimension
[Théorème 1.2]. En particulier, pour l’idéal Q = (X1, X2, . . . , Xn) de D[n] on a

htQ + d.t.[D[n]/Q : R/P] ≤ htP + d.t.[D[n] : R]. (2)

Par ailleurs, il est clair que Q est de hauteur n, que D[n]/Q et R/P sont tous
deux isomorphes à D et enfin que d.t.[D[n] : R] = n − d. De la relation (2) on
tire donc la minoration d ≤ htP. Ainsi qu’on l’a déjà noté, il est par ailleurs
bien connu que dimR ≤ d = d.t.[R : D] (puisqu’on suppose que D est un corps).
On a donc a fortiori la majoration htP ≤ d, et l’égalité (1) est établie.

D’autre part on a l’inégalité

dimR ≥ dim(R/P) + htP. (3)

On tire le résultat en combinant (1) et (3), puisque R/P ' D. �
Si D est un anneau de Jaffard, soit dimD = dimvD < ∞, il résulte des

Propositions 2.3 et 2.4 ci-dessus qu’on a l’inégalité dimR ≥ dimvR. Comme
l’inégalité inverse est toujours vérifiée, on a le théorème suivant.

7



Théorème 2.5 Soient D un anneau intègre et R une sous-extension polyno-
miale de D. Si D est un anneau de Jaffard, alors dimR = dimD + d.t.[R : D]
et R est un anneau de Jaffard.

Remarques 2.6 Dans la même situation, mais sans supposer D de Jaffard, on
peut faire les remarques suivantes.
1) Le localisé RP de R en l’idéal premier P considéré dans la démonstration de
la Proposition 2.4 est toujours un anneau de Jaffard. Posant d = d.t.[R : D],
on a vu en effet que htP = d, or RP est une extension du corps des fractions
K de D, donc htvP = dimvRP ≤ d. On conclut que dimRP = dimvRP = d.
2) Si D est de dimension valuative finie, on sait que D[m] est de Jaffard, pour
m ≥ dimvD−1 [1, Proposition 1.2]. On tire alors du Théorème 2.5 que R[m] est
un anneau de Jaffard pour m ≥ dimvD−1, puisque que c’est une sous-extension
polynomiale de D[m].
3) Si D n’est effectivement pas de Jaffard, alors R n’est pas résiduellement de
Jaffard, puisque le quotient R/P est isomorphe à D. A fortiori R n’est ni S-fort
universel, ni universellement caténaire [5, Theorem 2.4 & Theorem 5.1].

Lorsque D est noethérien on a en particulier le résultat suivant.

Proposition 2.7 Soient D un anneau intègre et R un anneau compris entre
D et l’anneau de polynômes D[n] (c’est à dire une sous-extension polynomiale
de D). Si D est noethérien et si tout idéal premier de R se relève dans D[n],
alors l’extension D ⊆ R vérifie la formule de la dimension et R est localement
de Jaffard.

Démonstration. On a les inclusions D ⊆ R ⊆ D[n] où les extensions D ⊆ R et
R ⊆ D[n] vérifient l’inégalité de la dimension (la première tout simplement parce
que D est noethérien, la seconde en appliquant le Théorème 1.2, puisque D[n]
est également noethérien). D’autre part, si D est noethérien, il est localement
de Jaffard, donc l’extension D ⊆ D[n] vérifie la formule de la dimension [14,
Lemme 1.4]. Si tout idéal premier de R se relève dans D[n], il résulte alors du
Lemme 3.1 (iii) de [3] que l’extension D ⊆ R vérifie la formule de la dimension.
On peut alors aussi conclure que R est localement de Jaffard en vertu du lemme
suivant. �

Lemme 2.8 Soit D ⊆ R une extension d’anneaux intègres. Si cette extension
vérifie la formule de la dimension et si D est localement de Jaffard, alors R est
localement de Jaffard.

Démonstration. Pour tout idéal premier q de R, notant p = q ∩D, on a par
hypothèse la relation

htq + d.t.[R/q : D/p] = htp + dt[R : D]. (1)

Par ailleurs on a toujours l’inégalité [3, Théorème 1.3]

htvq + d.t.[R/q : D/p] ≤ htvp + dt[R : D]. (2)
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Comme D est localement de Jaffard, alors htp = htvp. Des relations (1) et (2)
on tire donc l’inégalité htvq ≤ htq, donc en fait l’égalité htvq = htq (puisque
l’inégalité inverse est toujours vérifiée). Par définition, ceci prouve que R est
localement de Jaffard. �

Pour finir, on considère des anneaux de la forme R = D+I, où I est un idéal
non nul de l’anneau de polynômes D[n] (D est toujours un anneau intègre). Il
s’agit là d’une généralisation de la construction D +M et on note en particulier
que le corps des fractions de R est égal au corps des fractions de D[n] donc que
d.t.[R : D] = n.

Proposition 2.9 Soient D un anneau intègre et R un anneau de la forme
R = D+I, où I est un idéal non nul de D[n]. Alors dimR vérifie l’encadrement
dimD + n ≤ dimR ≤ dimD[n].

Démonstration. On pose r = dimR. La minoration dimD + n ≤ r, résulte de
la Proposition 2.4. Il reste à établir l’inégalité inverse. Pour cela on considère
une châıne maximale de R, soit

(0) ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Ph ⊂ . . . ⊂ Pr.

Si aucun idéal premier de la châıne ne contient I, celle-ci se relève toute entière
dans D[n] [11, (1.4)]. Alors r ≤ dimD[n], comme voulu. Sinon, on note h le
plus petit indice tel que Ph contienne I et on pose p = Ph ∩ D. La châıne
(0) ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Ph se relève dans D[n] [8, Proposition 4], et même dans
Dp[n]. Donc

h ≤ dim
(
Dp[n]

)
. (1)

Par ailleurs la châıne Ph ⊂ · · · ⊂ Pr correspond à une châıne du quotient
R/Ph, or R/Ph ' D/p (puisque Ph contient I), donc

r − h ≤ dim
(
D/p

)
. (2)

Ajoutant membre à membre les relations (1) et (2), on tire

r ≤ dim
(
Dp[n]

)
+ dim

(
D/p

)
. (3)

Enfin, comme Dp est local, d’idéal maximal pDp, on tire du théorème de la
“châıne spéciale” [7, Corollary 3] la relation

dim
(
Dp[n]

)
= ht

(
p[n]

)
+ n. (4)

En combinant (3) et (4), on a pour conclure

r ≤ ht
(
p[n]

)
+ n + dim

(
D/p

)
≤ ht

(
p[n]

)
+ dim

(
D/p

)
[n] ≤ dimD[n]. �

Si D est un anneau de Jaffard, on retrouve alors le fait que R l’est aussi
[Théorème 2.5]. On peut donner l’exemple suivant, qui généralise un peu le cas
particulier où D est un corps [2, Exemple 1.5].
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Exemple 2.10 Soit D un anneau de Jaffard et X, Y deux indéterminées, alors
l’anneau R = D[{XY n | n ≥ 0}] est de Jaffard et dimR = dimD + 2.

Enfin, si l’idéal I est au-dessus d’un idéal maximal de D, alors tout idéal de
R se relève dans D[n] [8, Proposition 4]. Si en outre D est noethérien, on tire
donc le corollaire suivant de la Proposition 2.7.

Corollaire 2.11 Soient D un anneau intègre noethérien et R un anneau de la
forme R = D + I, où I est un idéal de D[n] au-dessus d’un idéal maximal de
D. Alors R est localement de Jaffard.

3 Radical dimensionnel et radical valuatif

Dans toute cette partie on considère un anneau A que, suivant les cas, on suppose
de dimension de Krull ou de dimension valuative finie, mais qu’on ne suppose
pas nécessairement intègre. Si A est de dimension de Krull finie, on rappelle que
son radical dimensionnel, noté Radd(A), est l’intersection des idéaux premiers
de hauteur maximale [13], soit

Radd(A) =
⋂
{p ∈ Spec(A) | htp = dimA}.

De manière analogue, si la dimension valuative de A est finie, on appelle radical
valuatif de A, et on note Radv(A), l’intersection des idéaux premiers de hauteur
valuative maximale, soit

Radv(A) =
⋂
{p ∈ Spec(A) | htvp = dimvA}.

On compare tout d’abord ces radicaux entre eux ainsi qu’avec le radical de
Jacobson (intersection de tous les idéaux maximaux), noté Rad(A) .

Proposition 3.1 Soit A un anneau de dimension valuative finie. Alors

(i) Rad(A) ⊆ Radd(A) et Rad(A) ⊆ Radv(A),

(ii) Si A est local, Rad(A) = Radd(A) = Radv(A),

(iii) Si A est coéquidimensionnel, Rad(A) = Radd(A),

(iv) Si A est localement de Jaffard, Radv(A) = Radd(A),

(v) Si A est de Jaffard, Radv(A) ⊆ Radd(A).

Démonstration. On note aisément que les idéaux premiers de hauteur maxi-
male (resp. de hauteur valuative maximale) sont maximaux. Seule la dernière
assertion mérite donc vraiment démonstration. Il suffit de montrer que, si A
est de Jaffard (soit dimA = dimvA) et si p est un idéal premier de hauteur
maximale (soit dimA = htp), alors p est aussi de hauteur valuative maximale
(soit dimvA = htvp). C’est clair puisqu’on a en effet

dimA = htp ≤ htvp ≤ dimvA = dimA. �
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Les exemples 3.10, 3.11 et 3.12 qu’on donne plus bas montrent que les in-
clusions entre le radical dimensionnel et le radical valuatif peuvent être strictes
et même que ces radicaux peuvent être incomparables.

Il est clair que dimA (resp. dimvA) est la borne supérieure des hauteurs
(resp. des hauteurs valuatives) des idéaux premiers de A. Parmi ceux-ci, les
idéaux qui ne se relèvent pas dans le localisé Af = A[ 1

f ] (où f est un élément
non nul de A) sont ceux auxquels f appartient. On a donc immédiatement le
lemme suivant.

Lemme 3.2 Soient A un anneau de dimension de Krull finie (resp. de dimen-
sion valuative finie) et f un élément non nul de A. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) f ∈ Radd(A) (resp. f ∈ Radv(A)),

(ii) dimAf < dimA (resp. dimvAf < dimvA).

On tire la proposition :

Proposition 3.3 Soit D un anneau intègre de dimension de Krull finie (resp.
de dimension valuative finie). Alors il existe un élément non nul f de D tel que
Radd(Df ) = (0) (resp. Radv(Df ) = (0)).

Démonstration. On raisonne pour le radical dimensionnel (on ferait de même
pour le radical valuatif) : Si Radd(D) n’est pas nul, il existe un élément non nul
f1 de D tel que dimDf1 < dimD [Lemme 3.2]. Ou bien Radd(Df1) = (0) ou bien
de même il existe un élément non nul f2 de D tel que dim(Df1)f2 < dimDf1 .
Comme dimD est finie, ce processus s’arrête. �

On étudie maintenant les radicaux des anneaux de polynômes. On établit
d’abord que le radical valuatif “se comporte bien”.

Proposition 3.4 Soit A un anneau de dimension valuative finie. Alors on a
l’égalité Radv

(
A[n]

)
= Radv(A)[n].

Démonstration. Raisonnant par récurrence sur n, il suffit d’établir le résultat
pour une seule indéterminée. On montre qu’un idéal (maximal) M de A[X]
est de hauteur valuative maximale si et seulement si il est au-dessus d’un idéal
(maximal) m de hauteur valuative maximale dans A. Ceci permet de conclure.
En effet, l’intersection des idéaux de hauteur valuative maximale dans A[X]
est alors celle de tous les idéaux maximaux au-dessus d’un idéal de hauteur
valuative maximale de A, or l’intersection des idéaux maximaux au-dessus de
m est égale à m[X].
— Si M est de hauteur valuative maximale dans A[X], on a la relation

dimvA + 1 = dimvA[X] = htvM. (1)

Le localisé MAm[X] est a fortiori de hauteur valuative maximale dans Am[X],
donc

htvM = dimvAm[X] = dimvAm + 1 = htvm + 1. (2)
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Combinant (1) et (2), on tire l’égalité dimvA = htvm.
— Réciproquement, supposons que m soit de hauteur valuative maximale dans
A. Comme M est maximal, il contient strictement l’étendu m[X] de m et on a

htvM ≥ htvm[X] + 1 = htvm + 1 = dimvA + 1 = dimvA[X].

Donc htvM = dimvA[X]. �
Par contre, pour le radical dimensionnel, on a seulement le résultat suivant.

Proposition 3.5 Soit A un anneau de dimension de Krull finie. Alors le radi-
cal dimensionnel Radd

(
A[n]

)
est l’intersection des étendus m[n], où m parcourt

l’ensemble des idéaux maximaux de A tels que htm[n] + n = dimA[n].

Démonstration. Soient M un idéal (maximal) et m = M∩A. Il est classique
que htM = htm[n]+n [7, Theorem 1]. Donc M est hauteur maximale dans A[n]
(soit htM = dimA[n]) si et seulement si htm[n]+n = dimA[n] (en particulier m
est alors maximal). Le résultat suit puisque l’intersection des idéaux maximaux
au-dessus de m est égale à m[n]. �

En général il n’est ni nécessaire ni suffisant que m soit de hauteur maxi-
male dans A pour que htm[n] + n soit maximal (c’est à dire égal à dimA[n]).
Néanmoins, si A est local, les idéaux de hauteur maximale de A[n] sont alors
au dessus de l’idéal maximal de A. Dans ce cas, on tire le corollaire suivant.

Corollaire 3.6 Soit A un anneau local de dimension de Krull finie. Alors on
a l’égalité Radd(A)[n] = Radd

(
A[n]

)
.

En général (si A n’est pas un anneau local) il n’y a pas égalité. La proposition
suivante donne une condition suffisante pour avoir au moins une inclusion.

Proposition 3.7 Soit A un anneau de dimension de Krull finie. Si on a
l’égalité dimA[n] = dimA+n, alors on a l’inclusion Radd

(
A[n]

)
⊆ Radd(A)[n].

Démonstration. Soit m un idéal de hauteur maximale de A. Alors

htm[n] + n ≥ htm + n = dimA + n = dimA[n],

donc htm[n]+n = dimA[n]. Ainsi Radd

(
A[n]

)
⊆ m[n] [Proposition 3.5]. Comme

ceci est vrai pour tout idéal m de hauteur maximale, on tire l’inclusion voulue.
�

La proposition précédente s’applique bien sûr aux anneaux de Jaffard [1,
definition-theorem 0.1]. On obtient un résultat plus fort avec des hypothèses
plus précises.

Proposition 3.8 Soit A un anneau de dimension de Krull finie. Si A est
localement de Jaffard, ou bien si A est un anneau de Jaffard coéquidimensionnel,
alors Radd

(
A[n]

)
= Radd(A)[n] = Radv(A)[n] = Radv

(
A[n]

)
.
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Démonstration. — Si A est localement de Jaffard, le radical dimensionnel et
le radical valuatif de A sont égaux [Proposition 3.1 (iv)] ; on peut dire la même
chose pour A[n] (qui est également localement de Jaffard [14, Lemme 1.4]). On
conclut en appliquant la Proposition 3.4.
— Si A est un anneau de Jaffard coéquidimensionnel, on a les égalités Rad(A) =
Radd(A) = Radv(A) [Proposition 3.1 (i), (iii) et (v)]. De la Proposition 3.4 on
tire alors

Radd(A)[n] = Radv(A)[n] = Radv

(
A[n]

)
. (1)

Par ailleurs, comme A est de Jaffard, il en est de même de A[n] [1, Proposition
1.2]. De la Proposition 3.1 (v) on tire alors l’inclusion

Radv

(
A[n]

)
⊆ Radd

(
A[n]

)
. (2)

De la Proposition 3.7, on tire enfin

Radd

(
A[n]

)
⊆ Radd(A)[n]. (3)

On a bien évidemment le résultat en combinant (1), (2) et (3). �

Remarque 3.9 Soit A un anneau de dimension valuative finie. On sait que
A[n] est localement de Jaffard pour tout n ≥ dimvA − 1 [9, Proposition 1]. Il
résulte donc des Propositions 3.1 et 3.4 que, pour un tel entier n, on a

Radv(A)[n] = Radv

(
A[n]

)
= Radd(A[n]),

et en particulier,

— si Radd(A) ⊂ Radv(A), alors Radd(A)[n] ⊂ Radd

(
A[n]

)
,

— si Radv(A) ⊂ Radd(A), alors Radd

(
A[n]

)
⊂ Radd(A)[n],

— si Radd(A) et Radv(A) sont incomparables, Radd

(
A[n]

)
et Radd(A)[n]

sont alors incomparables.

Enfin les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Radv(A) = (0),

(ii) pour tout n ≥ dimvA− 1,Radd

(
A[n]

)
= (0),

(iii) il existe n ≥ dimvA− 1 tel que Radd

(
A[n]

)
= (0).

On donne maintenant des exemples d’anneaux intègres où les inclusions entre
le radical dimensionnel et le radical valuatif sont strictes, voire où ces radicaux
sont incomparables (d’après la remaraque précédente, ce sont aussi des exemples
où on a les conclusions correspondantes pour Radd

(
A[n]

)
et Radd(A)[n]). Ces

exemples sont réalisés au moyen de généralisations de la construction D + M.
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Exemple 3.10 Un anneau D (intègre de dimension 1) tel qu’on a l’inclusion
stricte Radd(D) ⊂ Radv(D).
Soient k un corps, K une extension transcendante de k,K[t] l’anneau des
polynômes en une indéterminée sur K et D l’anneau D = k + tK[t]. Les an-
neaux D et K[t] “partagent” l’idéal m = tK[t]. On tire par exemple de [1,
Lemma 2.1 and Proposition 2.5] que dimD = 1 et dimvD = 1 + d.t.[K : k] (et
en particulier que D n’est pas un anneau de Jaffard). Par ailleurs, pour tout
idéal premier p de D distinct de m, on a Dp = K[t]p. Il en résulte que m est le
seul idéal de D de hauteur valuative supérieure à 1. Ainsi Radv(D) = m 6= (0)
tandis qu’on a facilement Radd(D) = (0) (puisque Radd(D) est l’intersection
des idéaux premiers de hauteur 1 de K[t]).

Exemple 3.11 Un anneau D (intègre, de Jaffard et de dimension 2) tel qu’on
a l’inclusion stricte Radv(D) ⊂ Radd(D).
A l’aide de pullbacks, on peut construire un anneau semi-local possédant seule-
ment deux idéaux maximaux m et n, l’un tel que htm = htvm = 2, l’autre tel
que htn = 1 et htvn = 2 [9, Exemple 2, p 135]. Il est clair que Radd(D) = m et
Radv(D) = m ∩ n.

Exemple 3.12 Un anneau D (intègre de dimension 2) tel que Radv(D) et
Radd(D) sont incomparables.
Comme pour l’exemple précédent, on peut construire, à l’aide de pullbacks, un
anneau semi-local possédant seulement deux idéaux maximaux m et n, l’un tel
que htm = htvm = 2, l’autre tel que htn = 1 et htvn = 3 [9, pp 134–135].
Il est clair que Radd(D) = m et Radv(D) = n, donc que ces radicaux sont
incomparables.

Si B est entier sur A, on veut enfin comparer les radicaux de B et de A. On
établit d’abord une propriété des hauteurs valuatives tout à fait analogue aux
propriétés classiques des hauteurs.

Lemme 3.13 Soient B une extension entière de A et p un idéal premier de A.
Pour tout idéal premier q de B au-dessus de p, on a alors htvq ≤ htvp. Si en
outre htvp est fini, il existe q au-dessus de p, tel que htvq = htvp.

Démonstration. Pour tout idéal premier p de A, Bp est entier sur Ap, ainsi
htvp = dimvAp = dimvBp est la borne supérieure des hauteurs valuatives des
idéaux premiers de B qui se relèvent dans Bp. En particulier, si q est au-dessus
de p, alors htvq ≤ dimvBp. Si en outre htvp est fini, un idéal premier q de B
réalise alors cette borne supérieure ; q se relève en un idéal maximal de Bp, il
est donc au-dessus de p. �

Il résulte de ce lemme que les idéaux de hauteur valuative maximale de B
sont au-dessus d’idéaux de hauteur valuative maximale de A et que les idéaux de
hauteur valuative maximale de A se relèvent en des idéaux de hauteur valuative
maximale de B. On a par ailleurs un résultat analogue pour les hauteurs. On
conclut donc aisément avec la proposition suivante.
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Proposition 3.14 Soient A un anneau de dimension de Krull finie (resp. de
dimension valuative finie) et B une extension entière de A. Alors on a l’égalité
Radd(A) = Radd(B) ∩A (resp. Radv(A) = Radv(B) ∩A).

4 Radicaux, dimensions et anneaux de Jaffard

On revient à l’étude des sous-extensions d’un anneau intègre. On établit d’abord
deux résultats très voisins, portant respectivement sur leur dimension de Krull
et leur dimension valuative.

Proposition 4.1 Soit D un anneau intègre de dimension de Krull finie. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Radd(D) = (0),

(ii) Pour toute sous extension R de D, on a dimR ≥ dimD + d.t.[R : D],

(iii) Pour tout élément non nul f de D, on a dimDf = dimD,

(iv) Pour tout élément non nul f de D, on a Radd(Df ) = (0).

Démonstration. (i)⇒ (ii) Soit R une sous-extension de D, c’est à dire un
anneau compris entre D et une D-algèbre (intègre) de type fini T. On pose
n = d.t.[R : D].
— On traite d’abord du cas où R = T est une D-algèbre de type fini. D’après
le lemme de normalisation d’Emmy Noether [16, (14.4)], il existe une sous-D-
algèbre de T isomorphe à D[n] et f 6= 0 dans D tel que Tf soit entier sur Df [n].
Donc dimT ≥ dimTf = dimDf [n] ≥ dimDf + n = dimD + n (on a l’égalité
dimDf = dimD, puisqu’on suppose que Radd(D) = (0) [Lemme 3.2]).
— On passe alors au cas général (où R ⊆ T ). Si q est un idéal premier de T,
maximal parmi les idéaux tels que q∩R = (0), on peut remplacer T par le quo-
tient T/q (qui est encore une D-algèbre intègre de type fini contenant R). Ceci
fait, T est alors algébrique sur R. En effet, considérant la partie multiplicative S
de R complémentaire de 0, l’extension S−1R ⊆ S−1T est une extension de corps
de type fini, donc une extension algébrique d’après le théorème du Nullstellen-
satz [15, (5.2)]. On a donc n = d.t.[R : D] = d.t.[T : D]. D’autre part il existe un
élément non nul g de R tel que Tg soit entier sur Rg. On note que Tg = T [1/g]
est une D-algèbre de type fini. On a alors dimR ≥ dimRg = dimTg ≥ dimD+n
(la dernière inégalité en vertu du cas particulier établi ci-dessus).
(ii)⇒ (iii) Immédiat.
(iii)⇒ (iv) Supposons par l’absurde que Radd(Df ) ne soit pas nul. D’après le
Lemme 3.2, on trouve un élément non nul g de Df , qu’on peut supposer dans
D, tel que dimDfg = dim(Df )g < dimDf ≤ dimD. Ceci contredit l’hypothèse.
(iv)⇒ (i) Il suffit de prendre f = 1. �

Ainsi qu’on l’a rappelé plus haut [démonstration de la Proposition 2.3], on
a toujours l’inégalité de la dimension valuative dimvR ≤ dimvD + d.t.[R : D].
En particulier, si D est de dimension valuative finie, alors R l’est aussi.
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Si on remplace partout dimension de Krull par dimension valuative dans la
dernière proposition, on tire le résultat suivant.

Proposition 4.2 Soit D un anneau intègre de dimension valuative finie. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Radv(D) = (0),

(ii) Pour toute sous-extension R de D, on a dimvR = dimvD + d.t.[R : D],

(ii’) Pour toute sous-extension R de D, on a Radv(R) = (0),

(iii) Pour tout élément non nul f de D, on a dimvDf = dimvD,

(iv) Pour tout élément non nul f de D, on a Radv(Df ) = (0).

Démonstration. Pour l’essentiel, il suffit de reprendre la démonstration de la
proposition précédente. Il reste alors à montrer que (ii) implique (ii’). Supposons
donc que, pour toute sous-extension R de D, on a dimvR = dimvD+d.t.[R : D].
Alors pour tout élément non nul f de R, on a dimvRf = dimvR (il est en effet
facile de voir que Rf est aussi une sous-extension de D). Du Lemme 3.2, on
conclut que Radv(R) = (0). �

Toujours avec les mêmes notations, notons que, contrairement au cas du
radical valuatif, si Radd(D) = 0, alors Radd(R), n’est pas nécessairement nul (il
n’est même pas toujours bien défini, puisque R peut être de dimension infinie).
En fait on a le résultat suivant.

Proposition 4.3 Soient D un anneau intègre de dimension de Krull finie tel
que Radd(D) = (0), et R une sous-extension de D. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) R est de dimension de Krull finie, algébrique sur D, et Radd(R) = (0).

(ii) dimR = dimD.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Si R est algébrique sur D, il existe f 6= 0 dans D
tel que Rf soit entier sur Df et donc dimDf = dimRf . Comme Radd(D) = (0),
on a dimD = dimDf [Lemme 3.2]. De même, supposant R de dimension de
Krull finie et tel que Radd(R) = (0), on a dimR = dimRf . Finalement

dimR = dimRf = dimDf = dimD.

(ii) ⇒ (i) Si dimR = dimD, alors bien sûr R est de dimension de Krull finie. Il
résulte ensuite de la relation dimR ≥ dimD+d.t.[R : D] [Proposition 4.1] que R
est algébrique sur D. Enfin, pour tout f 6= 0 de R, comme Rf est aussi une sous-
extension de D, on a dimRf ≥ dimD [Proposition 4.1]. Comme dimR = dimD,
on tire dimRf = dimR. On conclut que Radd(R) = (0) grâce au Lemme 3.2. �

On complète alors un résultat de N.Onoda [17, corollary 1.22], en donnant
des conditions pour que toute sous-extension de D soit de Jaffard.
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Théorème 4.4 Soit D un anneau intègre de dimension valuative finie. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) D est un anneau de Jaffard et Radd(D) = (0),

(ii) Pour toute sous-extension R de D, on a dimR = dimD + d.t.[R : D],

(ii’) Pour tout suranneau de type fini R de D, on a dimR = dimD,

(iii) Radv(D) = (0) et toute sous-extension de D est de Jaffard,

(iii’) Radv(D) = (0) et, pour tout élément non nul f de D,Df est un anneau
de Jaffard,

(iv) Pour toute sous-extension R de D, on a Radd(R) = (0),

(iv’) Pour tout suranneau de type fini R de D, on a Radd(R) = (0).

Démonstration.
On observe tout d’abord que (ii) ⇒ (ii’), (iii) ⇒ (iii’) et (iv) ⇒ (iv’) sont
évidents. On complète alors la preuve en démontrant les implications suivantes.
(i) ⇒ (ii) Soit R une sous-extension de D. Si Radd(D) = (0), on a l’inégalité
dimR ≥ dimD + d.t.[R : D] [Proposition 4.1]. Si D est de Jaffard, on a alors
une égalité, puisqu’inversement on a dimR ≤ dimvR ≤ dimvD + d.t.[R : D].
(ii’) ⇒ (i) Si tout suranneau R de D de type fini est tel que dimR = dimD, il
résulte alors d’une des définitions de la dimension valuative que dimvD = dimD
[12, (30.8)], soit que D est un anneau de Jaffard. Pour tout f 6= 0 de D, on a
en particulier dimDf = dimD, donc Radd(D) = (0) [Lemme 3.2].
(i) ⇒ (iii) Si D est un anneau de Jaffard, alors Radv(D) ⊆ Radd(D) [Propo-
sition 3.1]. Si Radd(D) = (0), on a donc Radv(D) = (0). Pour toute sous-
extension R de D, on a donc par ailleurs dimvR = dimvD + d.t.[R : D] [Propo-
sition 4.2], et dimR ≥ dimD + d.t.[R : D] [Proposition 4.1]. Comme par hy-
pothèse dimvD = dimD, on tire dimR ≥ dimvR, soit dimR = dimvR, c’est à
dire que R est un anneau de Jaffard.
(iii’) ⇒ (i) Si Radv(D) = (0), on a dimvD = dimvDf pour tout f 6= 0 de D
[Lemme 3.2]. Donc dimDf ≤ dimD ≤ dimvD = dimvDf = dimDf (puisque
par hypothèse Df est de Jaffard). On tire dimD = dimvD, c’est à dire que D
est un anneau de Jaffard. On tire aussi dimDf = dimD pour tout f 6= 0, donc
Radd(D) = (0) [Lemme 3.2].
(iii) ⇒ (iv) Soit R une sous-extension de D. Comme Radv(D) = (0), alors
Radv(R) = (0) [Proposition 4.2]. Donc dimvRf = dimvR pour tout f 6= 0 de
R [encore le Lemme 3.2]. Par ailleurs, comme R et Rf sont des sous-extensions
de D, ce sont par hypothèse des anneaux de Jaffard. De l’égalité des dimen-
sions valuatives, on tire donc celle des dimensions, soit dimRf = dimR. Ainsi
Radd(R) = (0) [toujours le Lemme 3.2].
(iv’) ⇒ (ii’) L’hypothèse implique en particulier que Radd(D) = (0). Soit R un
suranneau de type fini. Sa dimension de Krull est finie (puisque la dimension
valuative de D est supposée finie), il est algébrique sur D et par hypothèse
Radd(R) = (0). La Proposition 4.3 permet de conclure que dimR = dimD. �
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Remarque 4.5 Dans le théorème précédent, contrairement à l’assertion (iii’),
on ne peut se limiter aux suranneaux de la forme Df pour les assertions (ii’) et
(iv’). On a en effet donné l’exemple d’un anneau D tel que Radd(D) = (0) mais
qui n’est pas de Jaffard [Exemple 3.10]. Pour tout f 6= 0 de D, on a pourtant
dimDf = dimD [Lemme 3.2], et donc aussi Radd(Df ) = (0) [Proposition 4.3].

Questions 4.6 1) Suffit-il que Df soit de Jaffard, pour tout f 6= 0, afin que
toute sous-extension de D soit de Jaffard (sans supposer Radd(D) = (0)) ?
2) Soit D un anneau de Jaffard. Si Radd(D) = (0) alors Radv(D) = (0). A-t-on
la réciproque dans ce cas ? (c’est vrai si D est localement de Jaffard).

A propos de la première de ces questions, on note qu’il se peut que D soit de
Jaffard mais que Df ne le soit pas. Ainsi dans l’Exemple 3.11, D est de Jaffard
et semi-local et le localisé Dm (qui n’est pas de Jaffard) est de la forme Df . La
proposition suivante jette quelque lumière sur la deuxième question.

Proposition 4.7 Soit D un anneau de dimension valuative finie, tel qu’il existe
une extension de type fini D ⊆ R, où R est intègre et noethérien. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) D est un anneau de Jaffard et Radd(D) = (0),

(ii) Radv(D) = (0).

Démonstration. Il reste à montrer que (ii) implique (i). Si Radv(D) = (0),
on tire de la Proposition 4.2 l’égalité

dimvR = dimvD + d.t.[R : D]. (1)

Comme l’extension D ⊆ R est de type fini et que R est noethérien, on a
l’inégalité de la dimension [Théorème 1.2], donc

dimR ≤ dimD + d.t.[R : D]. (2)

Comme R est noethérien, c’est a fortiori un anneau de Jaffard et dimR = dimvR.
De (1) et (2) on tire donc

dimvD + d.t.[R : D] = dimvR = dimR ≤ dimD + d.t.[R : D]. (3)

Comme on a toujours dimD ≤ dimvD, on tire dimD = dimvD et D est de
Jaffard.

En outre, pour tout élément f 6= 0 de D,Radv(Df ) = 0 [Proposition 4.2]
et Rf est noethérien. Si on considère les extensions D ⊆ Rf et Df ⊆ Rf , on
obtient de même des relations analogues à la relation (3), et en particulier

dimRf = dimD + d.t.[R : D], (4)

dimRf = dimDf + d.t.[R : D]. (5)

Donc dimD = dimDf pour tout f 6= 0. Finalement Radd(D) = (0) [Lemme 3.2]
�
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5 Sous extensions de corps

On considère maintenant une sous-extension R d’un corps k. Comme un corps
est bien évidemment un anneau de Jaffard de radical dimensionnel trivial, on
tire du Théorème 4.4 le résultat suivant qu’on donne pour mémoire.

Proposition 5.1 Soit R une sous-extension d’un corps k. Alors

(i) R est un anneau de Jaffard,

(ii) dimR = d.t.[R : k],

(iii) Radd(R) = Radv(R) = (0).

On veut établir des conclusions plus fortes en ajoutant quelques hypothèses.
On commence par un lemme qui classe les hypothèses en question et précise
un résultat de A. Wadsworth [18, Theorem 2]. Pour cela on dira tout d’abord
qu’un idéal premier p de R vérifie la formule de la dimension si on a la relation

htp + d.t.[R/p : k] = d.t.[R : k].

Comme les idéaux premiers de R sont au-dessus de l’idéal (0) de k (qui est
de hauteur 0), on pourra noter que dire qu’ils vérifient tous la formule de la
dimension revient à dire que l’extension k ⊆ R vérifie la formule de la dimension.
On rappelle qu’il en est ainsi lorsque R est une k-algèbre de type fini [16, (14.6)],
et qu’en tout cas l’extension k ⊆ R vérifie l’inégalité de la dimension [15, (15.5)].

Lemme 5.2 Soient R une sous-extension d’un corps k et p un idéal premier
de R. Alors chacune des assertions ci-dessous implique la suivante.

(A) p se relève dans une k-algèbre (intègre) de type fini qui contient R,

(B) p vérifie la formule de la dimension,

(C) R/p est une sous-extension de k,

(D) p est l’intersection d’idéaux maximaux de R.

Démonstration. On montre ici que (A) ⇒ (B), en effet les autres implications
ont été démontrées par A. Wadsworth [18, Theorem 2]. Soit donc T une k-
algèbre (intègre) de type fini contenant R et où p se relève. L’extension k ⊆ R
vérifie l’inégalité de la dimension et l’extension k ⊆ T vérifie la formule de la
dimension (puisque T est une k-algèbre de type fini). On peut alors conclure
du Lemme 3.1 (iii) de [3] que p vérifie la formule de la dimension. �

Remarques 5.3 On se place dans la situation du lemme précédent.
1) On peut noter l’analogie de la première implication avec la Proposition 2.7.
2) Pour la dernière implication, on peut observer que si R/p est une sous-
extension de k, alors Radd(R/p) = (0) [Proposition 5.1]. A fortiori le radical de
Jacobson de R/p est nul, ce qui revient à l’hypothèse (D).
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3) Si tous les idéaux premiers de R vérifient l’une de ces hypothèses, il résulte
alors de la dernière que R est un anneau de Hilbert. En fait, on a la même
conclusion en ne considérant que les idéaux premiers non maximaux de R.
4) A. Wadsworth montre que la dernière hypothèse (la plus faible) n’est pas
nécessairement vérifiée pour tout idéal premier de R [18, Example 1]. Il montre
aussi que les hypothèses (A) et (B) sont équivalentes pour les idéaux premiers
de hauteur 1 [18, Corollary 1]. Néanmoins il donne un contre exemple prouvant
qu’il n’en est rien en général [18, Example 2].
5) Si un idéal maximal m de R vérifie l’hypothèse (C), soit R/m est contenu
dans une k-algèbre (intègre) T de type fini, alors R/m est contenu dans un corps
(quotient de T par un idéal maximal) qui est une k-algèbre de type fini. Par ap-
plication du théorème du Nullstellensatz, ce corps est une extension algébrique,
nécessairement finie de k. Ainsi, pour que m vérifie (C), il faut (et manifeste-
ment il suffit) que R/m soit une k-algèbre finie. On donne plus bas un exemple
montrant qu’il n’en est pas toujours ainsi [Exemple 5.10].

On montre (de manière analogue à [17, Lemma 1.14]) que les idéaux de
hauteur maximale de R vérifient la formule de la dimension :

Proposition 5.4 Soient R une sous-extension d’un corps k et m un idéal
(maximal) de hauteur maximale dans R. Alors m vérifie la formule de la di-
mension et R/m est une extension algébrique finie de k.

Démonstration. Par hypothèse htm = dimR ; en vertu de la Proposition 5.1
(ii), on a par ailleurs d.t.[R : k] = dimR ; comme enfin l’extension k ⊆ R vérifie
l’inégalité de la dimension, on tire

dimR ≤ htm + d.t.[R/m : k] ≤ d.t.[R : k] = dimR.

On a donc des égalités et m vérifie la formule de la dimension. Comme (B)
implique (C), R/m est une sous-extension de k et d’après la Remarque 5.3 (5),
c’est une extension algébrique finie de k. �

On donne maintenant une condition équivalente à l’hypothèse (B).

Lemme 5.5 Soient R une sous-extension d’un corps k et p un idéal premier
de R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(B) p vérifie la formule de la dimension,

(B’) Par p passe une châıne de longueur maximale de R.

Démonstration. L’extension k ⊆ R vérifie l’inégalité de la dimension ; par
ailleurs dim(R/p) ≤ d.t.[R/p : k] ; enfin d.t.[R : k] = dimR [Proposition 5.1].
On a donc finalement

htp + dim(R/p) ≤ htp + d.t.[R/p : k] ≤ d.t.[R : k] = dimR.

Dire que par p passe une châıne de longueur maximale de R c’est dire qu’on a
une égalité entre les termes extrêmes de cette relation. En particulier p vérifie
alors la formule de la dimension.
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Réciproquement, si p vérifie la formule de la dimension, on a

htp + d.t.[R/p : k] = d.t.[R : k] = dimR.

Par ailleurs R/p est alors une sous-extension de k [Lemme 5.2] ; on a donc
dim(R/p) = d.t.[R/p : k] [Proposition 5.1]. Ainsi htp + dim(R/p) = dimR et
par p passe une châıne de longueur maximale de R. �

Si par tout idéal premier passe une châıne de longueur maximale, alors en
particulier R est coéquidimensionnel et on tire de [9, Lemme 2] la proposition
suivante.

Proposition 5.6 Soit R une sous-extension d’un corps k. Si l’extension k ⊆ R
vérifie la formule de la dimension, alors R est un anneau de Hilbert, coéqui-
dimensionnel, résiduellement et localement de Jaffard.

On donne maintenant des conditions relatives à la caténarité d’une sous-
extension de k. Pour cela, on dira que l’extension k ⊆ R vérifie résiduellement la
formule de la dimension si, pour tout idéal premier p de R, l’extension k ⊆ R/p
vérifie la formule de la dimension.

Lemme 5.7 Soit R une sous-extension d’un corps k. Alors les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

(i) R est caténaire et coéquidimensionnel,

(ii) R est caténaire et l’extension k ⊆ R vérifie la formule de la dimension,

(iii) l’extension k ⊆ R vérifie résiduellement la formule de la dimension.

Démonstration. (i) ⇔ (ii) Si R est caténaire, il est coéquidimensionnel si et
seulement si, par tout idéal premier, passe une châıne de longueur maximale. Il
résulte du Lemme 5.5 que cette dernière condition est vérifiée si et seulement si
l’extension k ⊆ R vérifie la formule de la dimension.

(ii) ⇔ (iii) Si l’extension k ⊆ R vérifie résiduellement la formule de la dimen-
sion, elle vérifie a fortiori la formule de la dimension. On peut donc supposer
a priori que tout idéal premier de R vérifie la formule de la dimension. Soient
alors p ⊂ q deux idéaux premiers de R. On a donc

htq + d.t.[R/q : k] = d.t.[R : k] = htp + d.t.[R/p : k]. (1)

Si R est caténaire, alors ht(q/p) = htq− htp et on tire

ht(q/p) + d.t.[R/q : k] = d.t.[R/p : k]. (2)

C’est à dire que l’idéal q/p du quotient R/p vérifie la formule de la dimension.
Inversement, si l’extension k ⊆ R vérifie résiduellement la formule de la

dimension, on a la relation (2). En la combinant avec la relation (1), on tire
ht(q/p) = htq−htp. Comme ceci vaut pour tout couple p ⊂ q d’idéaux premiers,
alors R est caténaire �

Sous les hypothèses équivalentes du lemme, on tire de la Proposition 5.6 que
le quotient R/p est, pour tout p, un anneau de Hilbert localement de Jaffard.
On peut alors conclure avec la proposition suivante.
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Proposition 5.8 Soit R une sous-extension d’un corps k. Si R vérifie les hy-
pothèses équivalentes du lemme précédent, alors R est un anneau de Hilbert
totalement de Jaffard.

Pour un anneau de dimension au plus 2, on tire donc le corollaire suivant,
de manière analogue à Wadsworth [18, Corollary 3].

Corollaire 5.9 Soit R une sous-extension d’un corps k. Si d.t.[R : k] ≤ 2,
alors R est un anneau de Hilbert résiduellement de Jaffard. Si en outre R est
coéquidimensionnel, alors il est totalement de Jaffard.

Démonstration. D’une part le quotient de R par un idéal maximal est un
corps, donc un anneau de Jaffard. D’autre part, si l’idéal premier p n’est pas
maximal, alors R/p n’est pas algébrique sur k. La condition d.t.[R : k] ≤ 2
impose alors que p vérifie la formule de la dimension, soit l’hypothèse (B).
Comme (B) implique (C), le quotient R/p est une sous-extension, donc encore
un anneau de Jaffard [Proposition 5.1]. Finalement R est résiduellement de
Jaffard. Du fait que tout idéal premier non maximal vérifie l’hypothèse (C)
on tire aussi que R est un anneau de Hilbert [Remarques 5.3 (3)]. Enfin R
est caténaire, puisque de dimension au plus 2. Si R est coéquidimensionnel, il
vérifie alors les assertions équivalentes du Lemme 5.7 et grâce à la proposition
précédente on peut conclure qu’il est totalement de Jaffard. �

Exemple 5.10 Une sous-extension R d’un corps k, de dimension de Krull 2,
avec un idéal maximal m de hauteur 1 et tel que R/m n’est pas une sous-
extension. A fortiori m ne vérifie pas la formule de la dimension ; R n’est
pas coéquidimensionnel, toutefois il est totalement de Jaffard.
C’est une variante d’un exemple de A. Wadsworth [18, Remarks 3] que l’on
détaille un peu. On considère un corps F de caractéristique p, on pose k = F (t),
où t est une indéterminée et on note k′ la clôture algébrique de k. On note alors
V ′ l’anneau de valuation discrète V ′ = k′[[x]] des séries formelles à coefficients
dans le corps k′.

On pose y =
∑∞

i=1 t(1/pci )xi, où ci = i(i+1)
2 , puis B = k[y, 1/x] et enfin

R = B ∩ V ′. Ainsi R est une sous-extension de k (puisque B est une k-algèbre
de type fini). On observe au passage que R est aussi un anneau de Krull. En
effet, si on note L = k(y, 1/x) le corps des fractions de B et V = L ∩ V ′, alors
V est l’anneau d’une valuation discrète de L et R = B ∩ V.

On considère l’idéal premier m = xV ′∩R, trace de l’idéal maximal m′ = xV ′

de V ′ dans R. Comme V ′/m′ ' k′ est une extension algébrique de k, alors R/m
est un corps (lui-même algébrique sur k). Ainsi m est un idéal maximal de R.

On montre que R/m contient une copie de k(t1/p, t1/p2
, . . .). En effet y/x est un

élément de R qui n’est pas dans m et on a facilement y/x = t1/p + xy1 dans V ′

donc R/m contient une copie de k(t1/p). De même yp = txp + t1/p2
x2p +x2pxy2.

Ainsi yp−txp

x2p est un élément de R qui n’est pas dans m et de la forme t1/p2
+xy2

dans V ′, donc R/m contient une copie de k(t1/p, t1/p2
). On peut raisonner de la

sorte de proche en proche. En conclusion, R/m n’est pas une extension finie de
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k, et comme m est maximal, R/m n’est pas une sous-extension [Remarques 5.3
(5)]. On voit alors, de manière un peu détournée, que m n’est pas de hauteur
maximale [Proposition 5.4]. Ainsi x et y sont algébriquement indépendants sur
k, B est de dimension 2 et m est de hauteur 1 (en particulier R n’est évidemment
pas coéquidimensionnel).

On montre enfin que R est néanmoins totalement de Jaffard. En effet, pour
tout idéal premier p de R distinct de m, on a Rp = Bp ∩ Vp = Bp (car le
complémentaire de p rencontre m donc Vp est le corps des fractions L de B),
ainsi Rp est noethérien. Et comme V est l’anneau d’une valuation essentielle
de R, alors Rm = V et Rm est également noethérien.

Remarque 5.11 On peut se demander si toute sous-extension d’un corps k est
localement de Jaffard, ceci en particulier dans le cas de dimension 2. Au moment
où cet article est revu par les auteurs, A. Ayache aurait un contre-exemple (qu’il
se propose de publier ultérieurement).

Les assertions équivalentes du Lemme 5.7 sont vérifiées lorsque toute paire
d’idéaux premiers p ⊂ q de R se relève dans une k-algèbre de type fini. En effet
l’idéal q/p du quotient R/p vérifie alors la condition (A) du Lemme 5.2. C’est
le cas si R est de la forme R = k+I, où I est un idéal non nul d’une k-algèbre T
de type fini (en effet I est alors maximal dans R et toute châıne de R se relève
dans T [8, Proposition 4]). On retrouve ainsi la Proposition 1.4 de [2] :

Corollaire 5.12 Soit R une k-algèbre de la forme R = k + I, où I est un idéal
non nul d’une k-algèbre de type fini. Alors R est un anneau de Hilbert caténaire,
coéquidimensionnel et totalement de Jaffard.
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